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KORESPONDENCNI SEMINAR 7Z INFORMATIKY

Mili fesitelé,

dékujeme vam za zaslana Teseni druhé sady KSI. V té treti se budeme zabyvat stromy.
Nékomu by se mozna mohlo zdat, ze strom neméd s informatikou mnoho spolecného, ale opak
je pravdou.

Grafy a stromy

Velkou ¢ast ivodniku jsme pro Vas tentokrat pripravili formou videi, jejichz prehled vidite
na tomto grafu:
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Rozcestnik k videim naleznete na webové strance:
http://effaacademy.xf.cz/informatika

Uvod do teorie graf

Typy graftf]

Vyuziti grafﬁﬁ

Reprezentace grafu v pamétﬁ

Stromyﬂ

Reprezentace stromu v pamétiﬁ

Priichod stromu do hloubky (DFS) - vizualizacd|
Priichod stromu do §fiky (BFS) - vizualizacd]

Pojmy
Graf — dvojice skladajici se z mnoziny vrcholi (oznacené V') a mnoziny hran (oznacené E),
kde kazda hrana spojuje dva vrcholy.

http://www.youtube.com/watch?v=cZd1DgDhm70
’http://www.youtube.com/watch?v=2FLi8dV7D08
3http://www.youtube.com/watch?v=Dp9mD2QP0_g
‘http://www.youtube.com/watch?v=02vfx_crXSw
Shttp://www.youtube.com/watch?v=6kYY0c7VJIwO
Shttp://www.youtube.com/watch?v=rZTQQbguPLw
"http://www.youtube.com/watch?v=0uz3Nj8ZnUY
8http://www.youtube.com/watch?v=a6Mx8vhHvS4


http://effaacademy.xf.cz/informatika
http://www.youtube.com/watch?v=cZdlDgDhm70
http://www.youtube.com/watch?v=2FLi8dV7DO8
http://www.youtube.com/watch?v=Dp9mD2QPO_g
http://www.youtube.com/watch?v=02vfx_crXSw
http://www.youtube.com/watch?v=6kYYOc7VJw0
http://www.youtube.com/watch?v=rZTQQbguPLw
http://www.youtube.com/watch?v=0uz3Nj8ZnUY
http://www.youtube.com/watch?v=a6Mx8vhHvS4

Neorientovany graf — hrany spojuji své koncové vrcholy a neni urceno, ktery vrchol je zacatek
hrany a ktery konec. Diilezité je, ze jsou dva vrcholy spojeny hranou. Hrana z A do B je
totéz jako hrana z B do A.

Orientovany graf — hrany jsou Sipky z jednoho vrcholu do druhého. Hrana z A do B je jind
hrana nez hrana z B do A.

Sousedni vrcholy v grafu — jsou spojeny hranou.

Podgraf — obdoba pojmu podmnozina. Podgraf vznikne vymazanim nékterych vrcholt ptivod-
niho grafu, vSech hran do téchto vrcholt zasahujicich a pripadné nékterych dalsich hran.

Ohodnoceny graf — graf, u néhoz jsou hrany oznaceny néjakou informaci, typicky c¢islem
(napt. vzdalenost mezi mésty).

Cesta délky n — n vrcholi, které jsou usporadany za sebou, z kazdého vrcholu kromé posled-
niho vede hrana do néasledujictho vrcholu (celkem (n — 1) hran).

Cyklus (kruznice) — skoro jako cesta, s tim rozdilem, ze prvni vrchol je stejny, jako posledni
vrchol.

Acyklicky graf — neobsahuje zadny cyklus.

Souvisly graf — takovy (neorientovany) graf, v némz plati, ze pro kazdé dva vrcholy z, y
existuje alespon jedna cesta z x do y.

Strom - souvisly graf neobsahujici cykly.

Uplny graf — kazdy z vrcholu tohoto grafu je spojen hranami se viemi ostatnimi vrcholy.

Smycka — hrana z vrcholu do sebe samého.

Matice sousednosti — tabulka vyjadiujici, které vrcholy spolu sousedi. Konkrétné bunka M ;
obsahuje hodnotu true pravé tehdy, kdyz je hrana mezi vrcholem ¢ a j. Pokud reprezen-
tujeme ohodnoceny graf, buniky misto hodnot true obsahuji hodnoty prislusnych hran.

Seznam sousednosti — obsahuje pro kazdy vrchol seznam jeho sousedi.

Prochazeni grafu

Predstavme si, ze mame graf a potifebujeme najit nejkratsi cestu z vrcholu A do vrcholu B.
Nebo chceme jen zjistit, jestli mezi témito vrcholy néjaky cesta existuje. Nebo chceme zjistit,
jestli je dany graf stromem, jinymi slovy, jestli obsahuje néjaky cyklus. Ve vSech pripadech mu-
sime jakymsi zptisobem prochazet grafem, abychom nasli odpovéd na nase otazky. Predstavime
si proto dva standardni zptsoby prochazeni, které ndm na vétsinu problému vystaci. Jedna



se o prochdzeni do hloubky, aneb DFS (Depth-first Search) a prochdzeni do sirky, aneb BFS
(Breadth-first Search).

Obé metody jsou v jadru podobné a jejich myslenka je velice jednoducha. V obou pripadech
pouzivame jakousi pomocnou datovou strukturu pro ukladani vrchola pro pozdéjsi zpracovani.
Na zacatku si to této struktury vlozime jeden, dany pocatecni vrchol a déle pokracujeme jed-
noduchym cyklem, jak je znazornéno v nasledujicim pseudokddu:

Algorithm 1 Prichod

Vstup: vrchol v
vloz v do datové struktury
while struktura neni prazdna do
x < vyber vrchol ze struktury
ozna¢ x za navstiveny
vloz nenavstivené sousedy x do struktury
end while

Rozdil mezi prichodem do sitky a priichodem do hloubky je pouze ve volbé oné datové
struktury. V ptipadé prichodu do sitky pouzivame tzv. frontu. Frontu si predstavte jako oby-
¢ejnou frontu (napf. lidi) — kdyz pfiddme prvek do struktury, zaradi se na konec; pokud chceme
vybrat prvek ze struktury, vybereme zeptedu. Pouziti fronty zptisobi, Ze nejprv projedeme
vSechny sousedy pocatecniho vrcholu, pak sousedy jeho sousedt atd. V podstaté tedy vrcholy
prochézime podle vzdélenosti od pocatecniho vrcholu (tento zpisob tedy muze byt vyhodny
pti hledani nejkratsi cesty).

V pripadé prochazeni do hloubky pouzivame zdsobnik. Zasobnik je datova struktura, kde
prvky vlozené jako posledni budou odebrany prvni. Pti vkladani prvku do zasobniku ho za-
radime na konec, pti odebrani prvku ovsem odebirame také z konce. Tato metoda mé hlavni
vyhodu v implementaci, nebot 1ze vyhodné vyuzit rekurzi. Diky rekurzi nemusime zasobnik
nijak implementovat, protoze vyuzijeme zasobnik pro volani funkci. Prohledavani do hloubky
pak muze vypadat takto:

Algorithm 2 Priichod do hloubky

Vstup: vrchol v
oznac¢ v jako navstiveny
for all soused s vrcholu v do
if s neni oznacen jako navstiveny then
PrichodDoHloubky(s)
end if
end for

Pomoci prichodu do hloubky lze snadno oznacit vSechny dosazitelné vrcholy ¢i zjistit, jestli
je v (neorientovaném) grafu néjaky cyklus (pokud v cyklu foreach najdeme vrchol, ktery jiz
byl navstiveny, mizeme ftict, ze zde je cyklus, nebot jsme se do néj prve museli dostat jinym
zpusobem).

Prochazeni stromu

Podivejme se nyni na to, jak vypada standardni prochazeni do sitky a do hloubky na stro-
mech.

Pti prochazeni do sitky prochazime vrcholy podle vzdélenosti od poc¢atecniho vrcholu. Po-
kud si tedy predstavime zacatecéni vrchol jako koren stromu, bude prochazeni do sitky odpovidat
prochazeni po vrstvach. Za¢neme v koteni, pak pokracujeme jeho pifimymi potomky, poté po-
tomky jeho potomku atd.



Na prochazeni do hloubky neni nic speciadlniho. Situace je dokonce jednodussi nez na nor-
malnich grafech. Jelikoz zde nejsou cykly, nemize se nam stat, ze by néjaky z nésledniki
zpracovavaného vrcholu jiz byl navstiven drive. Priichod stromu do hloubky lze tedy jednoduse
implementovat pomoci rekurzivni funkce:

Algorithm 3 Priichod stromu

Vstup: vrchol v
for all potomek p vrcholu v do
PrichodStromu(p)
end for

Pri prochézeni grafu typicky provadime v kazdém vrcholu néjakou akci (pouhy prichod
vrcholu totiz k nicemu dobry neni). U bindrnich stromu rozliSujeme tii zptsoby pruchodu do
hloubky podle toho, ve kterém bodé akci provedeme:

Preorder proved akci; projdi levy podstrom; projdi pravy podstrom.
Inorder projdi levy podstrom; proved akci; projdi pravy podstrom.
Postorder projdi levy podstrom; projdi pravy podstrom; proved akci.

Prakticky si to ukdzeme na aritmetickych vyrazech. Kazdy vyraz lze reprezentovat jako

bindrni strom - operatory +,-,*,/ budou ve vnitinich vrcholech stromu, v listech jsou ¢isla.

Napt: 1/4+42%(3+1)

Predstavme si, ze chceme takto reprezentovany aritmeticky vyraz vyhodnotit. Nabizi se
jednoduché reseni prohledavanim do hloubky:

Algorithm 4 Vyhodnot

Vstup: vrchol v

if v je list then
return v

else
Vyhodnot(levy potomek v)
Vyhodnot(pravy potomek v)
return hodnota levého potomka +,-,* / hodnota pravého potomka (podle typu vnitiniho
vrcholu)

end if

Zde tedy nejprv vyhodnotime oba podstromy a pak provedeme akci (tj. vyhodnoceni piis-
lusné aritmetické operace s jiz zndmymi hodnotami) a jednd se proto o metodu postorder.
Pokud bychom tento vyraz naopak chtéli vypsat v bézné matematické notaci, provedli bychom
to pomoci tohoto prichodu do hloubky:

Zde jsme akci provedli mezi prichody podstromi a jedna se tedy o zptisob inorder. Pozna-
menejme, ze tomuto zpusobu zapisu matematickych vyrazt se tiké infirovd notace - operator
se zapisuje mezi operandy. Pokud bychom misto toho pouzili preorder nebo postorder, dostali
bychom prefizovou, resp. postfizovou notaci. Vyse zminény vyraz pak vypada nasledovné: 14 /
231+ *+ (postfixovd), + / 14 * 2 4+ 3 1 (prefixova).

Postfixova notace byla diive ¢asto pouzivana v kalkulackach. Ma nékteré zajimavé vyhody -
napf. nejsou potieba zavorky (rozmyslete si proc). Prefixova notace nachézi aplikaci predevsim



Algorithm 5 Vypis
Vstup: vrchol v
if v je list then
vypis ¢islo ve vrcholu v
else
Vypis(levy potomek v)
Vypis typ operace ve vrcholu v
Vypis(pravy potomek v)
end if

v informatice, ¢i v matematice pri zapisu funkci. Jako prvni vzdy piseme jméno funkce a za ni
nésleduje seznam jejich parametri. Tedy napiiklad Plus(Déleno(1,4), Krdt(2, Plus(3, 1))).

Timto nas letmy tvod do taji stromu a grafi konci. Prejeme vam hodné zdaru pri feseni
uloh 3. sady!

= Zad4ni 3. sady dloh KSI (termin odevzdani: 6.1.2013)

Reseni zasilejte pomoci internetového systému na adrese http://ksi.fi.muni.cz.

Piiklad 1: Riéni byznys (10 bodi)

Povodi teky Stromovky je velmi rozsahlé, vléva se do ni spousta pritokii, do nichz se vléva
dalsi spousta pritoki, do nichz se zase vléva spousta pritokt a tak dale. Nejsou na ni vsak zadné
ostrovy, jezirka ani slepa ramena, pouze soutoky a tseky. Soutok je zde definovan jako misto,
kde se slévaji dva a vice pritoku (useku). Jako tsek pak oznacujeme ¢ast vodni plochy mezi
dvéma soutoky. Dva tseky spolu sousedi pravé tehdy, kdyz jsou oddéleny jednim soutokem.
Hlavni tok Stromovky pro nas neni dulezity, vSechny tseky v povodi jsou stejné vyznamné.
Protoze povodi je jednou z nejkrasnéjsich oblasti na svété, turisticky zajem o néj je obrovsky, a
tak se nasla spousta spolecnosti poradajicich vyhlidkové plavby, které by zde rady délaly byznys.
Aby nedochézelo k problémim, antimonopolni urad vydal pravidlo, podle néjz zadna spolec¢nost
nemuze plavby provozovat na dvou sousednich tsecich (to vSak neznamend, ze nemuze poradat
vyhlidkové plavby na vice tsecich, které spolu nesousedi). Kolik (obecné) nejméné vyletnich
spole¢nosti musi v povodi podnikat, aby neztstal zadny tsek nevyuzity?

Povodi vsak neni zajimavé jen z turistického pohledu, ale také z rybarského. Vyskytuje se
zde jedinecny druh ryb Piscis Informatica, ktery zije pouze v soutocich, nikoli na jednotlivych
usecich. Po tomto objevu se do oblasti nahrnula spousta rybarskych spole¢nosti, proto musel
opét zasahnout antimonopolni arad. Zavedl podobné pravidlo — zadna spole¢nost nesmi okupo-
vat dva soutoky, mezi nimiz vede pravé jeden ri¢ni usek. Kolik nejméné rybarskych spole¢nosti
musi v povodi podnikat, aby byly vyuzity vSechny soutoky?


http://ksi.fi.muni.cz

Tim vsak nase podnikdni zdaleka nekonci! Vyletni spolecnosti se totiz rozhodly, ze koupi
spolecnosti rybarské a spoji tak tato dvé remesla. To ovSem znamend spojeni obou pravidel —
pokud podnikaji na soutoku, nesmi zaroven podnikat na zadném z tseki vedoucim do nebo
z tohoto soutoku a pokud podnikaji na ri¢nim tseku, nesmi podnikat na soutoku na jeho zacatku
ani konci. Kolik nejméné takovychto spojenych spolecnosti musi na fece podnikat nyni, pokud
opét chceme vyuzit vSechny soutoky a tseky?

U kazdé odpovedi uvedte i dikaz, pro¢ je pravé vase odpoveéd spravna.

Priklad 2: Vyhodnocovani vyraza (10 bodi)

V obélce jste spolu se zadanim dostali karticky (pokud ne, tak si je mizete stahnout z webu).
Na téchto kartickach jsou zapsany matematické vyrazy. Vasim tkolem je tyto zdpisy vyrazi
prepsat do normaélni, ¢itelné podoby. Jako teSeni posilejte seznam dvojic ¢islo karty - vyraz
sefazeny od nejnizsiho cisla karty po nejvyssi.

Priklad 3: Farma (10 bodu)

Ferdinand sa rozhodol, Ze si doma postavi pocitacovi farmu a konecne vyrata tie mimoz-
meské signaly zo SETI, nardta si kopu bitcoinov, hrubou silou sa nabtra do vsetkych bezpec-
nostnych agentir, a vobec, ¢o uz sa tak da robif s takou pocitacovou farmou. I nakipil vyhodne
v zlave hromadu novych strojov.

Lenze ked mu ich doviezli, zistil, Ze uz nema dost kablov na to, aby ich rozumne poprepéjal.
A to konkrétne, doviezli mu n strojov, ale on méa len n—1 kablov. Poprepajal teda svoje pocitace
aspon tymito n — 1 kédblami tak, aby medzi kazdymi dvoma viedla kablova cesta (¢ize zapojil
ich do stromu.)

Teraz ale potrebuje, aby jeho stroje vedeli spolu nejak rozumne komunikovat.



Kazdy stroj ma svoje unikatne id, a kazdy méa 1 alebo viac vystupov. Na druhom konci
kazdého takého vystupu sedi iny stroj Ferovej farmy. Hned po zapojeni a zapnuti kazdy stroj
vie o svete len to, aké je jeho vlastné ID a kolko m& vystupov. Svet z pohladu vrchola teda
vyzera napriklad takto:

P~

»

Kruzok predstavuje samotny vrchol a vystupky s jeho vystupy, na druhom konci ktorych
su iné stroje, nevie vsak este, ktoré.

Na konci chceme, aby si stroje vedeli posielat spravy navzajom - ¢ize vytvorit routovacie
tabulky pre kazdy vrchol. V takej tabulke bude mat kazdy stroj napisané tdaje potrebné
k tomu, aby ked k nemu pride sprava urcena pre konkrétny iny vrchol siete vedel, ktorym
vystupom ju méa poslat dalej. Pre potreby tohto prikladu nie je podstatné, aku zlozitost bude
maf samotny vypocet toho, kam spravu preposlat s pomocou tejto tabulky.

Vasou ulohou je napisat jeden program, ktory spustime na vsetkych strojoch naraz, a ktory
nam zabezpedi, ze si kazdy vrchol vytvori taktuto routovaciu tabulku.

Na kazdom zo strojov st nastavené premenné ID (ID tohto stroja) a PortNum(pocet portov
tohto stroja, porty st o¢islované 1 az PortNum). Program moze okrem Standardnych veci ako
cykly, polia, etc... pouzivat aj prikazy:

send(port, sprava) - posle spravu <sprava> vystupom <port>

sprava := get(port) - dostane spravu z vystupu <port> a priradi ju premennej sprava. Po-
kial na vystupe <port> ziadna sprava prave necaka, bude premenna sprava prazdna.

stop - ukondi cely program vtedy, ak si je uz isty, ze pozna celd routovaciu tabulku. Ak vr-
chol zavola stop, nemoze uz ani preposielat spravy ostatnych vrcholov, ktoré este stop nezavolali.

Okrem toho, ¢i algoritmus zvladne naozaj vytvorit routovaciu tabulku v kazdom vrchole néas
este zaujima celkovy pocet sprav, ktoré sa prenesi. Vasim cielom je samozrejme, aby sa dokopy
v celej sieti prenieslo ¢o najmenej sprav, kym nebudi mat vSetky vrcholy spravnu tabulku. Nie
je vyslovene nutné, aby kazdy vrchol zavolal stop.

Kedze toto si asi nevyskusate napisat nazivo pre realnu farmu pocitacov, vasou tlohou je
napisat preudokod a najma dobry popis riesenia a toho, ako bude vysledna tabulka vyzerat.

Piiklad 4: Taxonomie havéti (10 bodu)

Po motském dné pobiha spousta acyklické grafové havéti. Na svych cetnych, ale kratkych
nozkach kmitaji mezi koralovymi ttesy housenky a za svou kazdodenni potravou se rozvazné
posouvaji i pestrobarevni humfi. Sem tam je to ovSem jenom obycejny koralovy kerik.

V tom aby se vyznal leda tak odbornik na havét. Treba Ty. Na vstupu dostanes jednu
acyklickou souvislou grafovou potvirku ve tvaru seznamu sousedt pro kazdy vrchol. Tvym
tkolem je rozhodnout, o koho se jedna. Na nasem koralovém tutesu ziji:

e housenka — housenka ma pater (cestu délky alespon dvé hrany), ze které vyrustaji v li-

bovolném poctu a z libovolnych vrchola patere jeji nozicky (cesty délky jedna hrana)

e humr — humr m4 také patef (cestu délky alespon dvé hrany) a jeho nozicky jsou cesty

délky jedna nebo dvé hrany. Pokud by graf mohl byt podle této definice i humrem i
housenkou (m4 jen kratké nozicky), pak je to housenka.

7



e obycejny koralovy kerik — nespliuje podminky ani na housenku ani na humra.

%‘Vf

housenka humr kefik

Priklad 5: Vysokohorsky problém (10 bodu)

Istd velka firma, agresivny finan¢ny zralok, kupila nadherné Velhory. Kedze ide o pasmo
z najvyssou ochranou, rozhodli sa, ze tu vybuduja siet hotelov, aby sem prildkali turistov a
poriadne si naplnili vrecka. Avsak ista skupina nadsencov sa priputavala o miestne porasty tak
dlho, az boli do oblasti vyslani kontroldri s tilohou zistit, ¢i firma nenici toto chranené tizemie...
Aspon nie prili§ vyrazne.

Velhory si tvorené pozemkami, tie st navzajom prepojené cestickami. Tieto cesticky sa
krizia iba na pozemkoch. Vo velhorach je cesti¢iek pomerne malo a tak v miestnej cestnej sieti
nie su ziadne cykly.

Firma vynalozila zna¢né financéné prostriedky ktoré oslabili pamét kontrolérov natolko, ze
si ,pamataju “iba jeden pozemok a to ten, z ktorého prave odisli. Kontrolori sa pri kontrole
nahodne pohybuju po cestickach a pozemkoch Velhor, preto treba zabranif tomu, aby sa stalo,
ze kontrolér pride na zastavany pozemok z iného zastavaného pozemku.

Firma ma teda problém a tak sa obracia na vas. Navrhnite pre firmu algoritmus, ktory zisti,
na ktorych pozemkoch moze firma postavit svoje hotely tak, aby ziadne dva nesusedili priamo
cestickou, teda aby medzi kazdymi dvoma hotelmi bol aspon jeden nezastavany pozemok. Sa-
mozrejme firma pozaduje aby postavenych hotelov bolo ¢o najviac.

A to je z treti sady KSI vse. Prejeme ti hodné tispéchii pri feseni, a kdyz budes mit jakékoliv
otazky, nevahej se na néds obratit e-mailem na adresu ksi@fi.muni.cz nebo v diskuznim féru
na webovych strankach.

Termin odevzdani 3. sady tloh KSI: 6.1.2013
http://ksi.fi.muni.cz
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