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Obrázek 1: Náčrt

Analyzujme zadáńı na základě náčrtu 1, který
zobrazuje požadovanou trajektorii kuličky:

• Ve výchoźı poloze (1) má uvažovaná
kulička pouze potenciálńı energii.

E1 = Ep1 = mgL (1)

• V poloze (2) má kulička potenciálńı ener-
gii Ep2 a kinetickou energii Ek2, protože
má nesporně určitou rychlost.

E2 = Ep2 + Ek2 = mg ∗ 2(L− l) +
1

2
mv2

(2)

Př́ıtomnost nenulové energie Ek2 je je-
diným d̊uvodem (neuvažujeme-li třeńı)
k tomu, že l > L/2. Pokud by Ek2 totiž
byla nulová, kulička by logicky nastoupala
takovou výšku, o kterou klesla.

• Stav (2) je mezńım stavem, kdy kulička
má právě tolik energie, že je schopna vy-
stoupat do výšky 2(L−l). Z tohoto předpokladu
plyne, že v tomto stavu p̊usob́ı na kuličku
pouze t́ıhová śıla FG a odstředivá śıla Fo,
které p̊usob́ı proti sobě. Nejd̊uležitěǰśım
závěrem ale je, že tyto 2 śıly se ve stavu
(2) muśı rovnat.

FG = Fo
mg = mv2

L−l
v2 = g(L− l)

Z předpokladu ”mezńı”situace (nejmenš́ı délky l) plyne také rovnost energíı E1 = E2.

E1 = Eo

Ep1 = Ep2 + Ek2

mgL = mg ∗ 2(L− l) + 1
2mv

2

mgL = mg ∗ 2(L− l) + 1
2mg(L− l)

1
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Po úpravách dostáváme výsledný vztah (3) pro l.

l =
3

5
L (3)
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Obrázek 2: Náčrt

Uvažujme situaci tak, jak je načrtlá na náčrtu 2. Náčrt detailně rozeb́ırá stav, ve
kterém se kulička přestane pohybovat po kružnici k2 a začne se pohybovat po parabole p.
Proto je velká část kružnice k1 z náčrtu vynechána.

Pro stav, ve kterém trajektorie kuličky přecháźı z kružnice v parabolu je charakteris-
tická předevš́ım rovnost odstředivé śıly Fo a śıly F1 — složky t́ıhové śıly FG směřuj́ıćı do
středu kružnice k2. To plyne z toho, že velikost odstředivé śıly v pr̊uběhu pohybu kuličky
po kružnici k2 neustále klesá vlivem p̊usobeńı t́ıhové śıly. Kulička má tedy ”stále menš́ı
schopnost udržet se na kružnici”, což potvrzuje to, že se jej́ı trajektorie v určitý okamžik
změńı v parabolu p.

Vyjděme tedy z platnosti vztahu (4).

Fo = F1 (4)

Fo = F1
mv2

L−l = m ∗ g ∗ sin(α)

v0 =
√
g ∗ (L− l) ∗ sin(α)

(5)
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Vyjádřená rychlost v0 je rychlost́ı, kterou vstupuje kulička do paraboly. Vyjádřeme
tuto rychlost v závislosti na menš́ım počtu neznámých tak, že vyjdeme ze zákona zachováńı
energie. Plat́ı vztah (6).

Ep1 = Ep2 + Ek2 (6)

kde Ep1 je počátečńı potenciálńı energie kuličky ve vodorovné poloze, Ek2 je kinetická
energie ve stavu (2) a Ep2 je potenciálńı energie ve stavu (2).

Upravujme dále tento vztah.

Ep1 = Ep2 + Ek2

mgL = mg ∗ ((L− l) + h) + 1
2mv

2
0

gL = g ∗ ((L− l) + h) + 1
2g ∗ (L− l) ∗ sin(α)

L = ((L− l) ∗ (1 + sin(α))) + 1
2(L− l) ∗ sin(α)

sin(α) = 2l
3∗(L−l)

(7)

Dosad’me do vztahu (5).

v0 =

√
g ∗ 2

3
l (8)

Uvědomme si nyńı, že pohyb kuličky po parabole neńı nič́ım jiným, než šikmým vrhem
a v0, které jsme nyńı vyjádřili, je vstupńı rychlosti do tohoto vrhu. Elevačńı úhel šikmého
vrhu je v našem př́ıpadě 90◦−α, abychom se ale vyhnuli součtovým vzorc̊um, použijeme
raději př́ımo úhel α, který dosad́ıme do upravených rovnic pro šikmý vrh.

Zaved’me dvourozměrný souřadný systém (x, y) s počátkem v bodě (3), tedy v bodě,
kde je ukotven hřeb́ık. Souřadnice x roste směrem zleva doprava (na základě náčrtu),
souřadnice y roste ve směru zdola nahoru (opět na základě náčrtu).

V tomto systému je pozice bodu (2) vyjádřena vztahy (9).

x2 = −(L− l) ∗ cos(α)
h = y2 = (L− l) ∗ sin(α)

(9)

Pro body na parabole pak plat́ı vztahy (10).

x = x2 + v0t ∗ sin(α)
y = yy + v0t ∗ cos(α)− 1

2gt
2 (10)

Dosad’me (9) do (10).

x = −(L− l) ∗ cos(α) + v0t ∗ sin(α)
y = (L− l) ∗ sin(α) + v0t ∗ cos(α)− 1

2gt
2 (11)

Hřeb́ık se nacháźı na souřadnici [0; 0], dosad’me tedy x = 0 a y = 0, vyjádřeme t
z rovnice pro x a dosad’me do rovnice pro y.
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0 = −(L− l) ∗ cos(α) + v0t ∗ sin(α)
0 = (L− l) ∗ sin(α) + v0t ∗ cos(α)− 1

2gt
2

t = L−l
v0∗tg(α)

0 = (L− l) ∗ sin(α) + v0
(

L−l
v0∗tg(α)

)
∗ cos(α)− 1

2g
(

L−l
v0∗tg(α)

)2
4l ∗ sin(α) = 3 ∗ (L− l) ∗ cos2(α)

Dosad́ıme za sin(α) z (7).

4l ∗ 2l
3∗(L−l) = 3 ∗ (L− l) ∗

(
1− 2l

3∗(L−l)

)
3 ∗

(
3L2 − 6lL− l2

)
= 0

l = ±L(2
√

3− 3)

Uvažujme jen kladné řešeńı. Pak je kýženým vztahem pro l vztah (12).

l = L(2
√

3− 3) (12)
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