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KORESPONDENCNI SEMINAR 7Z INFORMATIKY

Milé tesitelky, mili fesitelé,

je tu zavérecna sada letosniho roc¢niku. Priklady v této sadé jsou vsechny zalozeny na jed-
noduchém principu, ktery se v informatice hojné vyuziva. Mame-li jeden problém efektivné
(nebo tieba zdzracné) vyreseny, muzeme na néj prevést néjaky jiny problém, jehoz podstata da
vyjadrit pomoci uz vytreseného problému. Vyreseny problém vystupuje v nasem algoritmu jako
blackbozx.

Dtikaz korektnosti takového feseni zahrnuje zejména dukaz, Ze reseni nalezené pomoci black-
boru skutecné je spravnym resenim naseho problému a také naopak diukaz, Ze pokud existuje
reseni naseho problému, algoritmus pouZivajici blackboxr ho neprehlédne. Hned po predstaveni
nékolika pojmu z teorie grafi, které se Vam budou hodit v této sadé, se dostaneme ke dvéma
ukézkam takovych pievodii[]

Pojmy

e Bipartitni graf je takovy graf, jehoz vrcholy se daji rozdélit do dvou mnozin V = V; U V5,
jejichz prunik V4 N V5 je prazdny, a pro kazdou hranu plati, Ze jeden z jejich koncovych
vrcholti je ve V; a druhy ve V5.

Vi Va

e Parovdni velikosti k v bipartitnim grafu je mnozina obsahujici k& riznych hran, z nichz
zadné dvé nemaji spolecny koncovy vrchol.

|

Vi Vs
e Rekneme, ze uréitych k cest v grafu je disjunktnich, jestlize zadné dvé z téchto cest nemaji
spole¢nou hranu.

e Hranové pokryti grafu G = (E,V) je podmnozina E' C E takova, ze kazdy vrchol v € V
je jednim z koncovych vrcholi nékteré hrany z E'.

1Zatimco u piikladi v ivodniku jde spiSe o vysvétleni principu a miZe existovat i rychly algoritmus bez
pouziti blackboxu, v ostatnich ptikladech blackboxy vyznamné pomuzou s efektivitou:-)



e Hranové pokryti E' grafu G = (F, V) se nazyva minimdlni, pokud je to hranové pokryti
s minimalnim moznym poc¢tem prvka (hran).

o Grafy G = (V1, Ey) a Gy = (Va, Es) jsou izomorfni, pokud maji oba grafy stejny pocet
vrcholit n a existuje ocislovani vrcholii prvnitho grafu ¢isly 1,...,n a ocislovani vrcholi
druhého grafu témi stejnymi ¢isly takové, ze i-ty a j-ty vrchol v prvnim grafu jsou spojené
hranou pravé tehdy, kdyz i-ty a j—ty vrchol ve druhém grafu jsou spojeny hranou.

e Rekneme, Ze Gy = (Vi, Ey) obsahuje podgraf izomorfni grafu Go = (Va, Es), pokud existuje
V CViaFE CE) tak, ze graf G = (V| F) je izomorfni grafu Gy = (13, E»).

Ukazka s parovanim

Predstavme si, ze mame blackbox, ktery dokéze pro libovolny orientovany graf G = (V, E) s n
vrcholy a m hranami, a dva jeho zadané vrcholy vy, vy € V' najit v ¢ase O(n + m) odpovéd na
otazku Existuje z v; do v, alesponi k disjunktnich cest (tj. posloupnosti riiznych orientovanych
na sebe navazujicich hran) takovych, ze zddné dvé cesty nemaji spole¢nou hranu?"

Ukézkovy problém parovani. Problém, ktery chceme vyfesit (a muzeme si k FeSeni pomoci
pouZitim blackboxu) je Existuje v zadaném bipartitnim grafu parovani velikosti alesponi k ?"

ResSeni problému parovani. Problém vyfesime s pouzitim blackboxu v ¢ase O(n+m). Staci
ze zadaného bipartitniho grafu G = (V, E) s V = V3 UV, (kde V; a V3 jsou mnoziny z definice
bipartitniho grafu) vytvorit novy graf pfiddnim vrcholi u,v a orientovanych hran (u,z) pro
vSechna z € Vi, a orientovanych hran (v,y) pro vsechna y € V5. VSechny puvodni hrany (z,y)
zorientujeme smérem z vrcholu z mnoziny V; do vrcholu z mnoziny V5.

Na takto vytvoreny graf G’ (ovéite si, ze k jeho vytvoreni ndm staci O(n 4+ m) kroku) pak
pustime blackbox a dostaneme odpovéd v ¢ase O(n + 2+ m+n). Celkové tedy ¢asova slozitost
reseni je v O(3n + 2m) = O(n + m).



Dikaz, ze ve vytvoreném grafu G’ existuje k disjunktnich cest z v do v pravé tehdy, kdyz
v puvodnim grafu existovalo parovani velikosti & :

= Pokud v nové vytvoreném grafu existuje k disjunktnich cest z u do v, pak kazda z téchto
cest za¢ind hranou (u, z;) z u do k rtznych vrcholi z V3. Druhé hrana na této cesté vede z x; do
nekterého vrcholu y; z Va. 7 y; vede jen jedind hrana ven, a to do vrcholu v. Protoze cesty jsou
disjunktni, médme pro kazdou z k cest ruzné prvni hrany (u,z;) a ruzné druhé hrany (z;,y;).
Také mame rtzné posledni hrany y;, v. Kdyz uvazime mnozinu k druhych hran téchto cest,
vime, Ze maji rizné prvni vrcholy (protoZze cesty maji rizné prvni hrany) a maji rizné druhé
vrcholy (protoze cesty maji ruzné treti hrany). Mame tedy parovani v pivodnim grafu velikosti
k.

< Pokud v puvodnim grafu existovalo parovani velikosti k, uvazme hrany e; = (z1,y1),e3 =
(x2,92), - - e = (Tk, Yx), které tvori toto parovani (zapsané s prvnim vrcholem z V; a druhym
z V). Protoze maji navzajem ruzné koncové vrcholy z Vi i koncové vrcholy z V,, mizeme
vytvorit k£ navzajem disjunktnich cest z u do v tim, Ze v 4. cesté jsou hrany (u,z;), (z;,y;) a

(Y, v).

Ukazka s hranovym pokrytim

Budeme mit blackbox, ktery na vstupu bere
e Seznam n promeénnych, které mizou nabyvat hodnoty 0 a 1. Zatim nevime, ktera pro-
ménnd bude 0 a kterd 1.
e Seznam m nerovnosti, ve kterych vystupuje téchto n proménnych a kde a; ; a b; jsou cela

¢isla pro vSechna i € {1,...,m},j € {1,...,n}. Nerovnosti jsou nasledujiciho tvaru:
1,1 T1...010 Ty > by,
21 T1...02n  Tp 2 bQ,
A1 T1 - Q- Ty > by
e Seznam n celych ¢isel ¢q,co, ..., cp.
Blackbox v ¢ase O(n + m) najde ohodnoceni xy,...,z, (prifazeni nul a jednicek), které

spliuje vSech m nerovnosti a pro které je soucet ¢y -x1+co-x2+. .. 4¢, - x, minimalni. Takovych
ohodnoceni miize byt i vic, blackbox vrati jedno z nich. Muze se také stat, ze uvedenych m
nerovnosti nelze splnit. Pak blackbox fekne, Ze Teseni neexistuje.

Priklad pouziti blackboxu: Méjme proménné 1, xo, nerovnosti

l-z14+3-20 > 0
(=3) 21 +0-20 > -2



a c; = 2,co = —5. Blackbox by Tekl, ze x; musi byt 0 (kvili druhé nerovnosti) a xs muze byt 0
i 1 (prvni nerovnost plati vzdy). Hleddme ohodnoceni, pri kterém je ¢; - &1 + ¢5 - 2 minimalni.
Mozné hodnoty jsou 2 -0+ (—=5)-0 =0a 2-04 (=5) -1 = —5. Minimalni hodnoty tedy
dosdhneme s ;1 =0 a x5 = 1.

Ukézkovy problém hranového pokryti. Problém, ktery chceme vyftesit (pomoci black-
boxu) je "Kterd mnozina hran zadaného grafu G = (V, E) (s k vrcholy a p hranami) tvori jeho
minimalni hranové pokryti?"

ReSeni problému hranového pokryti. Vyfesime tento problém pomoci naseho blackboxu
v case O(p + k). Pro zadany graf G uvazime proménné zy,...,x, (pro kazdou hranu jednu
proménnou nabyvajici hodnoty 0 nebo 1 podle toho, jestli byla hrana vybrand do hranového
pokryti nebo ne). Déle uvazme k nerovnosti tvaru

am'xl—l—ai,g-xg#—...—l—ai,p-xp21,

pro kazdy vrchol v;. Nastavme celociselnou konstantu a; ; na 0 pokud i-ty vrchol neni koncovym
vrcholem j-té hrany a na 1 pokud -ty vrchol je koncovym vrcholem j-té hrany. Zvolme ¢; =
¢y = ... = ¢p = 1. Nésledné nechame blackbox najit takové ohodnoceni z1, ..., z,, pro které je
c1 -1+ ...+ ¢ - 7, minimalni. Minimalnim hranovym pokrytim je mnozina hran e;, pro které
je pri nalezeném miniméalnim ohodnoceni x; = 1.

Diikaz, Ze reseni minimalizacniho problému je prave minimdlni hranové pokryti G: Pokud
mame feSeni minimalizacniho problému - ohodnoceni proménnych zi,...,z, nulami a jednic-
kami. Toto pritazeni jedni¢ek a nul splnuje vsech k£ nerovnosti, takze pro kazdy vrchol v; je
vybrané alespon jedna hrana s koncovym vrcholem v;. Jde tedy skutecné o hranové pokryti.
Zéaroven kazdé hranové pokryti grafu G zadava ohodnoceni proménnych nulami a jednickami
splnujici nasich k£ nerovnosti (nebot je vzdy vybrand alespon jedna z hran sousedicich s v; pro
vSechna 7). To znamend, ze blackbox nemuze zadné hranové pokryti prehlédnout, existuje-li.
Soucet x1+...+x, je pravé pocet vybranych hran - za kazdou hranu zapocitame 1, je-li vybrana
a 0 jinak. Tento soucet je tedy minimalni mozny, praveé tehdy kdyz mnozina vybranych hran ma
minimalni mozny pocet prvki. Takze jsme pomoci minimaliza¢niho problému skutecéné nasli
minimalni hranové pokryti.




= Zad4ni 5. sady dloh KSI (termin odevzdani: 14. 4.2013)

Resend zasilejte pomoci internetového systému na adrese http://ksi.fi.muni.cz.

Priklad 1: Socidlni siet (10 bodi)

Martin je nadsenym pouzivatelom nemenovanej socialnej siete. Ma na nej mnoho priatelov,
no ako nedavno zistil, mnohi z nich sa medzi sebou vobec nepoznaji. Martin by preto chcel
usporiadat velku zoznamovaciu party, na ktorej by sa mohli vSetci spoznaf. Potrebuje preto
zistif, akd je najvacsia skupina medzi jeho priatelmi, v ktorej sa ziadni dvaja Iudia nepoznaja.
On sam nie je ziaden programétor, no podarilo sa mu néjst na internete program, ktory funguje
nasledovne: program dostane na vstup mena Iudi a zoznam dvojic priatelov. Vztah priatelstva
je pritom obojstranny. Programu sa potom mozeme spytaf, ¢i medzi tymito Tudmi existuje
skupina n Iudi, v ktorej si vSetci medzi sebou priatelia, t.j. kazdy pozna kazdého. Program
odpovie iba ANO alebo NIE.

Vasou tlohou je navrhnut ¢o najefektivnejsi postup, ako by mohol Martin pouzit tento
program na vyriesenie svojho problému.

Piiklad 2: Prales (10 bodu)

Firma, které jste jiz drive pomohli s rozmisténim hotel v nddhernych Velehorach, nyni diky
vam velmi prosperuje, a rozhodla se rozsitit své sluzby také na sousedni oblast pralesa. K tomu
bude opét potiebovat vasi pomoc pti planovani rozmisténi novych hotell v této lokalité. V této
oblasti jsou totiz podminky pro rozmistovani hoteli tuplné jiné, takze nelze pouzit algoritmus,
ktery jste navrhli pro Velehory. Musite proto vymyslet algoritmus novy, ktery dokaze naleznout
co nejlepsi rozmisténi hotel okolo pralesa.

Hotely mohou stat pouze ve méstech, kterd lezi v blizkosti pralesa (mésta oznacime tieba
mi, Ma, ..., my). Vstup do pralesa je nebezpecny, a proto je povolen pouze v doprovodu privodce.
Kazdy pruvodce ale mé svou vlastni cesticku, po které bude turisty provazet (cesticky ozna¢me
e1,...,ex). O kazdé cesticce navic vime, ze zacind v néjakém mesté (m;) a konci v jiném (m;).

Firma chce, aby kazdy navstévnik pralesa musel projit kolem nékterého z jejich hotelt.
Kazda cesticka tedy musi mit hotel bud ve mésté ve kterém zacind, nebo v tom kde kondi.


http://ksi.fi.muni.cz

Firma zaroven nechce utracet penize na stavbu prebytecnych hotell, proto musi vas algoritmus
najit takové rozmisténi, kdy jich bude potreba postavit nejméné. Protoze je ale prales opravdu
veliky a mést i privodct je hodné, zapijéi vam firma pro tento tikol sviij nejnovejsi vynélez:
zafizeni pro Teseni problému 0/1 programovani v ¢ase O(n). Vasim tkolem je tedy naleznout
algoritmus, ktery dokaze co nejefektivnéji tesit problém rozmisténi hotelti okolo pralesa za
pomoci tohoto zafizeni (v pseudokdédu tedy muzete pouzit funkei TSP2(), kterd ma slozitost

P.S.: Pro vasi lepsi predstavu prilozila firma i text, ktery bude pouzivat jako reklamu pro
svoje nové zarizeni na feseni 0/1 programovani:

Jak jisté vite, doba pokracuje milovymi kroky a s nf také dovednosti pocitaci. Reseni TSP
— problému obchodniho cestujictho — v ¢ase O(n) je uz dlouhou dobu samoziejmosti. Tento
pokrok sice umoznil obchodnim cestujicim jednodussi planovani svych cest, ovsem prinesl i
zcela novy problém: TSP Vol. 2 (dfive zndmy spiSe jako problém 0/1 programovani).

Kdyz rano vstane, musi si obchodni cestujici kromé svaciny a dostatku propisek nabalit také
spoustu dalsich materiala, kterymi pak presvédcuje své zakazniky o kvalité, vyhodnosti a dal-
sich dilezitych vlastnostech nabizenych produkti. Tyto predméty jsou ale tézké a obchodnici
se s nimi museji tahat cely den. Diky Tesitelnosti problému TSP ale obchodni cestujici stihnou
obejit za jeden den mnohem vice klientt1, takze potfebuji i mnohem vice riznych presvédcova-
cich nastroju. Je proto nutné lépe rozmyslet, jak udélat sviij cestovni kufr co nejlehéi. Zaroven je
ale samoziejmé nutné, aby pomoci predmeéti, které do kufru pridd, dokézal presvédcit vsechny
klienty, které v dany den navstivi.

O kazdém klientovi (nazvéme jej tfeba k) védi, jakou presvédcovaci silu na néj ma pred-
mét (¢). Tuto hodnotu lze vyjadiit jako celé ¢islo ay;. Dale ke k zndme jeho nedivétivost by
a vime, ze si nabizeny produkt koupi pouze tehdy, pokud presvédcovaci sila vSech predmeéti,
které ma obchodnik u sebe, bude vétsi nez klientova neduveérivost.

Trochu vice matematicky: pro kazdy predmét i zavedeme proménnou z;, kterd nabyva pouze
hodnoty 0 (nepfibalit do kufru) nebo 1 (pfibalit). Soucin ag; - z; potom udéva, jakou skute¢nou
presvédcovaci silu méa dany predmét na klienta k& (Pokud ho obchodnik nechal doma ve skiini,
pak se tento soucin rovnd 0, takze klienta tento predmét nijak neovlivni). Nyni uz muzeme
sestavit nerovnici

A1 - T + Qg2 - T2 + ... + Akn * Tp Z bk

Na levé strané je presvédcovaci sila vSech predmeétii, které si obchodnik ptinesl sebou. Vpravo
je neduverivost klienta. Znaménko > 1ika, ze sila predmétii, které si prinesl, musi byt vétsi nez
odolnost klienta. Takovouto nerovnici sestavime pro vsechny klienty, které v dany den obchodni
cestujici navstivi.

Déle je zcela zbytecné, aby cestoval s tézsim kufrem, nez je nezbytné nutné. Ke kazdému
predmétu ¢ ur¢ime jeho hmotnost ¢;, a podobnym zptisobem jako diive vyjadiime hmotnost
kufru

C=c-z1 + ... + ¢, 2,

Po ni budeme pozadovat, aby byla co mozna nejmensi.
Resenim problému TSP Vol. 2 je pak takové prirazeni 0 a 1 vSem proménnym x, které
umozni presvédcit vSechny klienty a zaroven ma ze vsech takovych pritazeni nejmensi hodnotu

C.

Priklad 3: Ladikiv problém (10 bodu)

Ladik se ve svém volném c¢ase velmi nudi, a proto se rozhodl vytesit velice zajimavou tlohu,
kterou vidél na informatické olympiadé starsich. Ladik m&a vymyslet postup, ktery ze sady
celych ¢isel vybere alespon jedno ¢islo tak, aby soucet téchto ¢isel byl presné predem zvolené
celé ¢islo C. Aby to mél jednodussi, tak mu jeho profesor z informatiky dal program, ktery mu



ze seznamu celych ¢isel vybere takova ¢isla, kterda v souctu davaji celé kladné ¢islo K. Ladik si
s tlohou nevi rady a proto vas pozadal o pomoc.

Vasi tulohou je vymyslet algoritmus, ktery z mnoziny celych ¢isel vybere neprazdnou pod-
mnozinu ¢isel takovych, ze jejich soucet je C' € Z. K tomuto tkolu mate k dispozici blackbox,
ktery vdm v linedrnim ¢ase z mnoziny celych ¢isel vybere takovd, jejichz soucet je K € N\ {0}.

Piiklad 4: Obchodnici (10 bodu)

Bolo raz jedno kralovstvo. Byvali v nom zruc¢ni remeselnici a obchodnici. Do ich ponuky
patria dobroty ako zemlicky s cestarskou solou, zmrzliny s pripravkom na vsi, vodka z fridexu a
krowky. Maju len jediny problém. Trapi ich otazka, ako tieto mnamky rozviest po celej Eurdpe.

Obchodnici maju dokonalé mapy celej cestnej siete, na ktorej st vyznacené mesta, do ktorych
potrebuji dobroty rozviest. Mestd st spojené cestami znamej dizky. Hrany sa pretinaji iba
v mestach, vSetky krizovatky mimo miest si mimotroviiové. Zamer obchodnikov je urobit
okruh tak, aby presli vsetky mesta, ktoré si urcili ako cielové a vratili sa naspat do mesta,
z ktorého vystartovali. Samozrejme im ide o to, aby presli ¢o najmensiu vzdialenost. Cesta
totiz stoji peniaze, navyse mézu nastat problémy. Napriklad. .. hygienické kontroly. . .

Preto kralovski vedci vyvinuli izasni ¢iernu krabicku, ktord na 100% funguje (NO FAKE)
a ma pomoct riesif vSetky ich problémy. Tato krabicka pracuje s grafmi a ma naozaj zazracné
schopnosti. Do krabicky hodime dva grafy. Krabicka v konstantnom case ndjde podgraf prvého
zadaného grafu, ktory je izomorfny s druhym zadanym grafom a vrati ho, ak taky graf existuje.
Navyse ak takych grafov existuje viac, vrati taky, ktory ma najmensi sticet hodnot na vrcholoch.
Ak aj takych existuje viac, vrati taky, ktory md najmensi sucet dizok hran.

Je na vas, aby ste nasli algoritmus, ktory ndjde najkratsi okruh prechadzajici zadanymi
mestami v cestnej sieti tak, ze vyuzijete vlastnosti ¢iernej krabicky. Pri rieseni mozete pouzit
funkciu subGraph(grafGy, grafGs). Funkcia vracia graf G izomorfny s G, ktory je podgrafom
(1. Vrcholy a hrany grafu G si mozete Tubovolne (vhodne) ohodnotit. Vrateny graf G potom
tieto hodnoty zachovava.

Priklad 5: Ov¢ak Jura (10 bodu)
V horach Berani hlavy zije genidlni ovcak Jura. Podiva-li se na libovolnou plochou louku
(kterych je v hordch Berani hlavy docela mélo), na které je zapichnutych n kili, dokéze v ¢ase



N xS

O(n) prijit na zpusob, jak natdhnout kolem kil dokola provaz, aby byla na louce pékna
ohrada ohranicujici vSechny kily (ovce pak pusti do dopliku této ohrady, aby si volné pobihaly
po horach, dilezité je jen aby se nenapichly na kily, které musi ztstat v ohradé). Ohrada,
kterou Jura najde, ma tyto vlastnosti:

e vSechny kily jsou uvnitt,

e délka pouzitého provazu je nejmensi moznd, (tj. Jura nebude okolo jednotlivych kula
kreslit zadné slozité ornamenty, prosté obejde celou oblast s kiily dokola s provazem a
pak ho stdhne, aby nekreslil kruznici, ani bramboru, ale mnohothelnik)

e hranici tvori mnohothelnik, jehoz stény jsou provazy natazené mezi krajnimi kily,

e Jura vypise na vystup seznam krajnich kild, jak jdou po sobé pokud je vyjmenovava proti
sméru hodinovych rucicek a zacne jednim z kll, které maji minimalni z-ovou soutadnici.

Vasim tkolem je setridit pole k kladnych redlnych ¢isel, mizete se ve svém algoritmu ptat
Jury, jak by ohranicil néjakou skupinu kuli na louce danou souradnicemi [z, y], a pocitat s jeho
casovou slozitosti.

A to je z paté, tedy pro letosek posledni, sady KSI vse. Prejeme ti hodné tspéchii pri fesenti, a
kdyz budes mit jakékoliv otazky, nevahej se na nas obratit e-mailem na adresu ksi@fi.muni.cz
nebo v diskuznim féru na webovych strankach.

Termin odevzdani 5. sady tloh KSI: 14. 4. 2013
http://ksi.fi.muni.cz
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